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INTRODUCCION

Para los efectos del presente texto, consideramos que un cientifico es toda
aquella persona que se dedica a la ciencia, sin hacer distinciones sobre el
caracter de dicha ciencia: puede ser natural o social (incluyendo la historia).

Un cientifico debe poseer una manera de pensar y de concebir su entorno
acorde con su posicion de persona que busca el conocimiento. Este
conocimiento debe ser valido, considerado como verdadero por la comunidad
de cientificos en la que se desenvuelve y, de ser el caso, por la sociedad a la
que pertenece.

El pensamiento cientifico es un pensamiento reflexivo que se puede resumir
de la siguiente manera (Rodgers, 2002: 845):

e Es un proceso de formacion de significados que lleva al individuo de una
experiencia a otra con un entendimiento mas profundo de sus relaciones
y sus conexiones con otras experiencias y otras ideas.

e Es una manera de pensar sistematica, rigurosa y disciplinada, con sus
raices en el cuestionamiento cientifico.

e Es necesario que se dé en el seno de una comunidad, a partir de la
interaccion entre individuos.

e Requiere actitudes que valoren el crecimiento personal e intelectual del
individuo mismo y de los demas.

Segin, John Dewey (1910), filésofo y pedagogo estadounidense, el
pensamiento reflexivo sigue cinco pasos logicos:

a) La sensacion de una dificultad o su percepcion.

b) Su ubicacion y su definicion.

c) Sugerencias de posibles soluciones o explicaciones en la forma de
hipotesis o de conjeturas.

d) Desarrollo, mediante razonamientos logicos, de las implicaciones de las
sugerencias.

e) Observacion y experimentacion mas detallada que lleva a la aceptacion o
al rechazo de la posible solucion o explicacion, es decir, de la conjetura.

Esto es, una persona percibe una dificultad, un problema, o algo que no
encaja del todo en una situacion; el pensamiento reflexivo hace que la persona
ubique y defina aquello que desperté su curiosidad; sugiere posibles causas
y, si la situacion es conflictiva, posibles soluciones; ahora, mediante
inferencias logicas, determina las implicaciones que pueden tener las
sugerencias de solucion, es decir, las conjeturas sobre las causas del conflicto
o sobre las posibles soluciones; finalmente, el pensamiento reflexivo lleva a
hacer una especie de recapitulacion, observando y analizando con mas detalle
lo que tiene hasta ese momento, y esto lleva a aceptar o no las conjeturas
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como validas. El pensamiento reflexivo influye en el sistema de creencias de
un individuo, ya sea reforzando algunas de ellas o desechando otras.

Ahora bien, el tipo de razonamiento que utiliza un matematico cuando hace
matematica es una forma muy especial del pensamiento reflexivo. El
pensamiento matematico dota al individuo de las habilidades de razonamiento
abstracto que le permitiran adquirir la capacidad de resolver problemas de
manera efectiva, haciendo un uso racional de las herramientas tecnologicas a
su alcance.

Asi pues, el pensamiento matematico es el pensamiento reflexivo que se pone
en juego durante el proceso de hacer matematica; este razonamiento tiene
elementos inductivos, deductivos y abductivos y adquiere caracteristicas
especiales dependiendo del contexto matematico en el que se dé. Dividimos el
pensamiento matematico en cinco categorias igualmente importantes y que se
complementan entre si:

e Razonamiento numérico: implica la comprension de los numeros y su
representacion, asi como su conformacion en conjuntos especificos en
donde existen operaciones y transformaciones entre ellos.

e Razonamiento algebraico: se refiere al entendimiento de los procesos de
reconocimiento de patrones y generalizacion.

e Razonamiento variacional: esta conformado por la comprension de las
relaciones funcionales y los procesos de cambio.

e Razonamiento geomeétrico: implica la percepcion espacial de los objetos
que nos rodean y la comprension de sus relaciones.

e Razonamiento probabilistico y estocastico: tiene que ver con la
comprension de los procesos azarosos y de calculo de probabilidades.

La matematica es inherente a cualquier actividad humana, desde el quehacer
cientifico y humanistico, hasta las manifestaciones culturales y artisticas. Por
tal motivo, es importante desarrollar aquellos aspectos basicos de la
matematica que permitiran desempenarse satisfactoriamente en el contexto
social y laboral, no sélo en el académico o cientifico.

Para entender la naturaleza de la matematica y la manera en que se construye
el conocimiento matematico, es necesario hacer una recapitulacion sobre
como se genera y se valida el conocimiento matematico, que no es muy
diferente al proceso que sigue el conocimiento cientifico en general.

Basicamente, los resultados que un matematico obtiene de sus
investigaciones aparecen, en primer término, como una serie de conjeturas
que debe validar. Es muy probable que una conjetura se forme a partir de una
serie de hechos aislados, siguiendo un proceso inductivo. Si las evidencias
obtenidas convencen al matematico de su plausibilidad, es decir, si hay un
proceso de auto convencimiento de la veracidad de sus hallazgos, entonces se
aventura a buscar una demostracion matematica, basada en procesos
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deductivos. Una vez que tiene la demostracion de su conjetura, la somete a la
revision y al escrutinio de sus colegas, dando inicio, asi, a un proceso de
persuasion sobre su validez. Si los resultados son lo suficientemente
interesantes o relevantes para el conocimiento y la teoria matematica, es
posible que la revision de la demostracion logica de la conjetura se haga de tal
manera que se dé una serie de pruebas y refutaciones hasta que sea aceptada
o rechazada por la comunidad.

Si la conjetura es aceptada como valida, entonces adquiere el estatus de
teorema; si no, la conjetura puede utilizarse con las reservas del caso. En
ambos casos, teorema y conjetura, vienen a formar parte del conocimiento
matematico.

Lo interesante de este proceso de formacion de conjeturas y su validacion, es
que el pensamiento reflexivo juega un papel importante. Esto es, el
investigador, siguiendo mas o menos en el mismo orden los pasos logicos del
pensamiento reflexivo definidos por Dewey, percibe que algo puede ser
importante; ubica ese algo y lo define o trata de definirlo; sugiere posibles
explicaciones en forma de una conjetura; razona de manera logica sobre la
validez de su conjetura; y busca mayores evidencias de ésta, hasta que
termina por aceptarla o rechazarla. Ahora bien, este conocimiento se da en el
seno de una comunidad, por ello la necesidad de someterlo a su escrutinio;
esta misma necesidad de que el resultado sea reconocido como valido por la
comunidad, hace que el investigador se someta a una serie de reglas
establecidas tanto en la disciplina misma como por la comunidad en la que se
desenvuelve. En este caso, hablamos del respeto a las reglas matematicas y la
honestidad en los planteamientos.

Por tanto, la matematica y la generacion de conocimiento matematico implican
el desarrollo de un pensamiento reflexivo contextualizado que se puede
fomentar haciendo matematica. Un pensamiento reflexivo que sera de gran
ayuda en la formacion de cientificos y en la investigacion cientifica.

En este ensayo se hara una reflexion sobre los procesos de razonamiento que
estan detras de la generacion y la manifestacion del conocimiento cientifico en
general y el matematico en particular; el papel que juega la argumentacion en
la validacion del conocimiento matematico y sus implicaciones en la docencia.

FORMACION DE CONJETURAS DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA LOGICA
Pensemos en el siguiente razonamiento:

Premisa Mayor: Todos los perros son animales.

Premisa Menor: Jackson es un perro.

Conclusion: Jackson es un animal.

Este es un modo de silogismo llamado Barbara, podemos decir que se trata de
uno de los razonamientos mas directos y faciles de comprender. Es un
razonamiento deductivo en el que la premisa mayor es una regla general, la
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premisa menor es un caso particular y la conclusiéon se obtiene directamente
de las otras dos. El razonamiento sera valido si las dos premisas son validas.

Ahora, si cambiamos de lugar la premisa mayor y la ponemos al final del
silogismo tendremos:

Premisa 1: Jackson es un perro
Premisa 2: Jackson es un animal.
Conclusion: Todos los perros son animales.

En este caso tenemos una induccion. Las dos premisas apuntan a un caso
particular, Jackson es un perro y es animal. Este caso lleva a una regla
general: Todos los perros son animales. La conclusion es débil, no es posible
decir que sea valida tomando como ejemplo un solo perro. Habria que indagar
mas. En este tipo de razonamiento el conocimiento para determinar la validez
de la conclusion esta contenido en las dos premisas, la validacion consistiria
en encontrar mas casos de perros que también sean animales: cuantos mas
perros animales encontremos, mas fuerte sera la conclusion. Decimos que la
conclusion es una conjetura.

Intercambiemos ahora la segunda premisa y la conclusion en nuestro
silogismo:

Premisa 1: Todos los perros son animales.
Premisa 2: Jackson es un animal.
Conclusion: Jackson es un perro.

Este tipo de razonamiento no se puede considerar una induccién, pues parte
de una regla general. ¢Es un razonamiento valido? ¢La certitud de las dos
premisas aseguran la veracidad de la conclusion? La respuesta claramente
es no. Si cambiamos la redaccién del razonamiento a:

Jackson es un animal; todos los perros son animales, entonces es posible
que Jackson sea un perro.

El conocimiento que puede llevarnos a la validez de la conclusion no se
encuentra en las premisas. Habria que buscarlo en otra parte. En este caso
una simple inspeccion del animal podria sacarnos de la duda.

A este tipo de razonamiento, Charles Sanders Peirce, filosofo pragmatico
estadounidense, llamo6 razonamiento abductivo. Lo expreso de la siguiente
manera (Peirce, citado en Psilos 2011, p. 132):

Se observa un hecho sorprendente C.
Pero si A fuera cierto, C se estaria observando.

Entonces existe razén para pensar que A es cierto.
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En nuestro caso el hecho observado es que Jackson es un animal. Si Jackson
fuera perro, tendriamos que Jackson es animal. Entonces existe razén para
pensar que Jackson sea un perro.

Asi pues, mientras que en los razonamientos deductivo e inductivo la
validacion de la conclusion esta en las mismas premisas, en el razonamiento
abductivo hay que buscarla en otro lado.

En el ambito de la matematica un razonamiento abductivo seria el siguiente.

Este triangulo tiene la propiedad de que la suma del cuadrado de la longitud
de dos de sus lados es igual al cuadrado de la longitud del tercero (hecho
observado). Yo sé que los triangulos rectangulos cumplen con esta
propiedad (regla general), entonces es posible que este triangulo sea
rectangulo (conjetura).

Coincidimos con Peirce (2014) y otros autores (Anderson, 1995; Douglas,
1995; Fann, 1970; Reichertz, 2010; Russell, 1965) en que este tipo de
razonamiento lleva a una indagacion con razonamientos de tipo deductivo e
inductivo que nace de probar la validez de la conjetura y generalizarla. En este
caso la pregunta que nos hariamos es: ¢sera, entonces, que todos los
triangulos que tengan esta relacion entre la longitud de sus lados sean
rectangulos? Si tomamos esto como cierto, ¢cuales serian las consecuencias?
¢Qué se puede deducir de esto?

¢Como podemos probar la hipotesis? Lo primero que se puede hacer es ver si
el triangulo observado y otros con la misma caracteristica cumplen con el
hecho de ser rectangulos. Cuando se tienen casos suficientes como para estar
seguros de que la regla general se cumple, entonces se buscaria una cadena
de razonamientos deductivos (cuyas premisas estan sustentadas por la teoria
matematica) que lleven a la conjetura como conclusion.

LA INDAGACION CIENTIFICA

Tomando en cuenta lo dicho hasta este momento, un razonamiento de tipo
abductivo es el primer paso en un proceso de pensamiento reflexivo y, por
ende, de un proceso de indagacion cientifica. Peirce reconoce tres etapas de la
indagacion cientifica (adaptado de Psillos, 2011, pp. 143-144; traduccion
propia).
La completa serie de desemperios mentales entre la observacion del
maravilloso fenomeno y la aceptacién de la hipétesis, ... y la estimacion final
de su plausibilidad, considero que es la primera etapa de la indagacion. Su
foérmula caracteristica de razonamiento la llamo abduccién (retroduccion en
el texto original), es decir del consecuente al antecedente.

La abduccién no permite seguridad. La hipdtesis debe ser probada. Esta
prueba, para que sea légicamente valida, debe honestamente iniciar, no como
inicia una abducciéon, con el escrutinio del fenémeno, sino con el examen de
la hipdtesis, y exhibir toda suerte de consecuencias condicionales que se

CFC-CCH 7 A. Homero Flores S.



Universidad Nacional Auténoma de México \entro de
. . . . ormacion
Colegio de Ciencias y Humanidades \ ontinua
Centro de Formacion Continua

seguirian de su veracidad. Esto constituye la segunda etapa de la
indagacion. Por su forma caracteristica de razonamiento, nuestra sociedad le
ha proporcionado el nombre de deduccion.

Una vez que el propdsito de la deducciéon, el recabar consecuentes de la
hipétesis, es llevado a cabo de manera suficiente, la indagacién entra en su
tercera etapa, la de establecer qué tan lejos tales consecuentes concuerdan
con la experiencia, y de juzgar en consecuencia si la hipétesis es
sensiblemente correcta o requiere alguna modificacién no esencial, o debe ser
completamente rechazada. Su forma caracteristica de razonamiento es la
induccion.

El desarrollo de la ciencia esta lleno de ejemplos de razonamiento abductivo
que lleva al planteamiento de una conjetura o hipotesis y a la busqueda de su
aceptacion completa bajo ciertas circunstancias o su completo rechazo.

Un ejemplo de esto es la evolucion del concepto de atomo, desde las
consideraciones filosoficas de Democrito, hasta el modelo atomico de
Schrodinger. Todo apunta a un proceso que aun no termina.

Segun la version mas aceptada (Enciclopedia de Filosofia de Stanford, 2004),
Parménides afirmaba que no podia haber un cambio sin que implicara que
algo viniera de la nada; y como la idea de que algo viniera de la nada es algo
que se tenia por imposible, entonces decia que el cambio era ilusorio. Pero los
cambios estan ahi, se pueden testificar diariamente, por tanto, negar el hecho
no era la solucion. En consecuencia, varios filosofos, entre ellos Democrito y
su maestro Leucipo de Mileto, se dieron a la tarea de buscar una explicacion
alternativa sobre las causas del cambio.

Podemos poner el razonamiento de Parménides como una abduccion de la
siguiente manera:

Se observa un cambio en la materia. Si algo surgiera de la nada, estariamos
observando cambios; por tanto, es posible que algo surja de la nada.

Parménides no avanza mucho en su razonamiento, el siguiente paso fue negar
el hecho observado (el movimiento es ilusorio), en lugar de tratar de probar su
conjetura: hay cosas que surgen de la nada; o dado el caso, cambiarla.

Por su parte, el razonamiento de Democrito se puede establecer como:

Se observa un cambio en la materia. Si hubiera principios constitutivos de
la materia que no percibimos, estariamos observando los cambios. Por tanto,
es posible que existan esos principios.

Y en lugar de negar lo observado, lo que hizo fue tratar de probar su conjetura
suponiendo la existencia de bloques indivisibles de materia que al combinarse
con otros bloques provocaban los cambios que si podemos percibir. A estos
bloques los llamo6 dtomos.

La existencia misma de los atomos como una estructura indivisible era una
conjetura, conjetura que retomoé Newton, y modifico Dalton muchos siglos
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después para explicar los elementos quimicos, dando a los atomos formas y
tamanos diferentes. Es decir, la conjetura que suponia la existencia de los
atomos, si no verdadera, resulto util para explicar algunos fenomenos. A
medida que avanzaba la tecnologia y la ciencia fue evolucionando, el concepto
de atomo perdi6é su caracteristica de indivisible, el atomo esta compuesto de
particulas como electrones, neutrones, protones, muones y un numero grande
de otras particulas (particulas elementales). Pero, basicamente, la conjetura
de Democrito sigue vigente, ¢cual es la estructura minima e indivisible de la
materia que origina los cambios que observamos? ¢Existen tales estructuras?
Sabemos que la energia juega un papel fundamental en la conformacion de la
materia, y la luz tiene un comportamiento dual: como corpusculo y como
onda. Incluso tenemos una ecuacion que relaciona la energia con la masa: E
= mc?; por tanto, es razonable creer que tal vez no exista dicha estructura y
todo sea un intercambio entre materia y energia.

En la naturaleza, por lo menos hasta donde se conoce, la materia se encuentra
en estado solido, liquido, gaseoso o en forma de plasma. Y es posible tener
conversiones entre estos estados. Entonces, es plausible pensar que, al final
de cuentas, Aristoteles tuviera razon cuando argumentaba que la materia es
un continuo y los cuatro elementos tierra (solido), agua (liquido), aire (gas) y
fuego (plasma) comparten algunas caracteristicas.

El punto por resaltar, con todo lo anterior, es que el razonamiento abductivo
puede embarcarnos en un proceso de reflexion y de formacion de conjeturas
que, eventualmente, nos llevaria al conocimiento, o a destinos insospechados
como la poesia, que es el caso de Edgar Alan Poe con su texto Eureka, escrito
en 1847.

PENSAMIENTO MATEMATICO E INVESTIGACION CIENTIFICA

En geometria, un ejercicio escolar tipico es el siguiente:

Si tenemos dos segmentos de diferente longitud que se cruzan en su punto
medio, el cuadrildatero que se forma con los extremos de los segmentos es un
paralelogramo. ¢Es vdlida la afirmacion anterior? Explica por qué si o por
qué no.

Al resolver este ejercicio un profesor de matematica de bachillerato (en México:
tres ultimos anos antes de iniciar la universidad) respondi6é de la siguiente
manera:

Si es un paralelogramo, pues en un paralelogramo sus dngulos internos
miden lo mismo y sus diagonales se cruzan en su punto medio.

¢Es correcto este razonamiento?
Si planteamos la afirmaciéon como un razonamiento abductivo, quedaria asi:
Hecho observado: Dos segmentos que se cruzan en su punto medio.

Si todos los cuadrildateros cuyas diagonales se cruzan en su punto medio
fueran paralelogramos, entonces es posible que estos dos segmentos sean
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las diagonales de un paralelogramo.
La conjetura que hay que revisar seria:

Todos los cuadrilateros con diagonales que se cruzan en su punto medio son
paralelogramos.

Y no como lo pone el profesor del ejemplo:

Todos los paralelogramos tienen diagonales que se cruzan en su punto
medio.

Es decir, el razonamiento abductivo nos ayudaria a plantear la conjetura
correcta.

Una vez que tenemos la conjetura correcta, para probarla podemos recurrir a
procedimientos deductivos, es decir, considerar qué consecuencias tendremos
de considerar que en el cuadrilatero sus diagonales se cruzan en su punto
medio, y si estas consecuencias nos llevan al hecho de que el cuadrilatero es
un paralelogramo.

Como en el caso del atomo, es posible que el razonamiento abductivo lleve a
un proceso de validacion y refutacion de conjeturas que tome anos, décadas
e, incluso, siglos.

Tomemos, por ejemplo, el caso de la formula de Euler que relaciona el numero
de vértices, aristas y caras de un poliedro regular: V- A =C + 2, en la que V
es el numero de vértices, A el numero de aristas y C el numero de caras.

El problema original fue la clasificacion de los poliedros por parte de Euler, en
1758 (adaptado de Lakatos, 1963, p. 6):

Mientras que la clasificacién de poligonos en geometria plana puede hacerse
con facilidad de acuerdo con el numero de sus lados, que siempre es igual
al numero de sus dngulos, en estereotomia la clasificacién de poliedros
representa un problema mucho mas dificil, ya que el solo numero de caras
resulta insuficiente para este propdésito.

Segun Lakatos, la linea de pensamiento del matematico fue: si pudiera
establecer una relacion entre los elementos de un poliedro, como en el caso
de los poligonos, seria facil hacer la clasificacion. El razonamiento que se
vislumbra en el argumento de Euler es de tipo abductivo:

Si se pudieran clasificar los poliedros, tendriamos una relacion entre sus
elementos. Tengo una relacién entre sus elementos, entonces es posible que
se puedan clasificar.

El hecho observado es la relacion entre los elementos del poliedro, y la
conjetura es que los poliedros se pueden clasificar. La cuestion esta en que
Euler no tenia la relacion, supone que existe por la correspondencia entre
poligonos y poliedros. A diferencia de Parménides que neg6 el hecho, Euler
supone que existe y se aboco6 a encontrarlo.
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La formula que encontr6, de hecho, fue otra conjetura que requeria
demostracion: esta conjetura tuvo una serie de demostraciones y refutaciones
que llevaron varias décadas (Lakatos, 1963).

En términos generales, podemos concluir que la matematica se ve sometida al
escrutinio de las leyes de la inferencia y su conocimiento no se produce
exclusivamente con razonamientos de tipos inductivo y deductivo. Sin
embargo, debido a las caracteristicas de la teoria matematica y la forma en
que se construye, el pensamiento reflexivo en matematica (pensamiento
matematico) da un caracter mas riguroso al quehacer cientifico en general.

La matematica ha impactado todos los ambitos del quehacer humano. No
obstante, parece ser que el pensamiento matematico no ha tenido el mismo
impacto.

Veamos el siguiente ejemplo:

Patrén de frutifi ion de longan, Di pus longan: desde la polinizacion hasta el
desarrollo de arilos

La Figura 1 fue tomada de la
revista Annals of Applied *'°7
Biology.
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de frutos de longan (también
conocido como ‘ojo de
dragon’), una fruta tropical
asiatica parecida al lichi.
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Parte de la eXplicaCiél’l que pages 357-368, 11 JUL 2016 DOI: 10.1111/aab.12306
se da en el articulo sobre la
grafica A es como sigue Figura 1. Permanencia de frutos de longan.

(traduccion propia)

Las flores o los frutos caen de 1 a 9 semanas después de la floracion,
siguiendo una tendencia exponencial (R° = 0.9331), segtin la ecuacion y
= 144.69e0-285% en la que ‘X’ significa semanas después de la antesis.
(Pham, et al, 2016: 363)

Si analizamos la informacion que se da en la grafica y lo transcrito en el
parrafo anterior, podemos observar lo siguiente: suponemos que la grafica con
puntos corresponde a las observaciones de campo (en el articulo no se
menciona este hecho), éstas se hicieron semanalmente, en consecuencia, los
puntos no deberian estar unidos por segmentos pues no se sabe qué sucede
entre una medicion y otra (éste es un ejemplo de grafica discreta). Ahora bien,
teniendo una grafica de puntos como la de la figura, ¢qué fue lo que llevo a
los autores a pensar en un ajuste exponencial? El coeficiente R? es alto, por
tanto, la curva deberia pasar muy cerca de los puntos, cosa que no se observa
en la grafica. Esto haria pensar en que se haya cometido algtin error en el
calculo de R2. Ahora bien, el articulo esta publicado en una revista arbitrada,
¢falto rigurosidad a los revisores o simplemente no les parecié importante?
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Situaciones como la anterior se deben a la falta de un pensamiento
matematico en las lineas de razonamiento de los autores. ¢Habrian cambiado
los resultados y, por ende, las conclusiones de haber sido mas rigurosos en el
uso de herramientas matematicas? ¢Qué tan utiles son las graficas en el
articulo o solo tienen la funcion de darle un caracter mas cientifico al texto?

ARGUMENTACION Y VALIDACION DE CONJETURAS

La creacion de conocimiento y su validacion es una actividad social que
involucra, en primer término, a la comunidad interesada en tal conocimiento
como se evidencié en la seccion anterior. En el caso de la matematica, un
cierto conocimiento es validado por la comunidad de matematicos interesados
en €l; en su caso, son también los encargados de rechazarlo o de poner en
duda su validez.

En este proceso de creacion y de validacion, la argumentacion juega un papel
central; entenderemos por argumentacion la serie de razonamientos o hechos
encaminados a justificar un resultado, o con el proposito de persuadir a otros
de su validez. A cada uno de tales razonamientos o hechos se le llamara
argumento; al proceso de poner en juego una argumentacion lo llamaremos
practica argumentativa. Finalmente, diremos que un resultado o una
conclusion que no ha sido validada o justificada es una conjetura.

En la vida cotidiana se producen innumerables situaciones en las que la
argumentacion se pone en juego. Por ejemplo, tenemos el siguiente correo
electronico recibido por un profesor:

“Buenas noches profesor, me comunico con usted por este medio ya que
tengo duda con mi promedio, me parecié que entregué todos los trabajos y
casi no tuve inasistencias, por lo cual tengo inconformidad con el 8 que me
asigno. Creo que sélo me falté una evaluacién, pero el dia anterior habia
fallecido mi abuelita y no pude asistir. Espero su respuesta, gracias”

Aqui, la argumentacion tiene el objetivo de manifestar inconformidad con una
nota final y, de manera implicita, solicitar un aumento en la calificacion; el
estudiante esta poniendo en juego una prdctica argumentativa. Lo primero que
llama la atencion de este escrito, es la oracion que viene justo después del
saludo: “...me comunico con usted por este medio ya que tengo duda con mi
promedio...” ¢Quiere decir que, si no tuviera duda de su promedio, se
comunicaria por otro medio? Pero analicemos mas de cerca su argumentacion.

Los hechos que utiliza para apoyar sus afirmaciones, y pedir, implicitamente,
un aumento de calificacion, son: Entregué todos mis trabajos y Casi no tuve
inasistencias. Un argumento que utiliza para fortalecer su conclusion (el 8 no
es justo), es la alusion a la muerte de la abuela.

En general, en una argumentacion es posible detectar ciertos elementos
basicos que la constituyen:

a) Informacion o datos (D) que llevan a una conclusion o a una tesis (a esta
informacion también se le conoce como hipétesis).
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b) La conclusion o tesis misma (T).

c) Argumentos (G) que garantizan el paso de la informacion inicial a la
conclusion (a estos argumentos les llamaremos Garante).

d) Argumentos adicionales (S) que sustentan a los argumentos de garantia
(que llamaremos Sustento).

e) Un calificador modal (M) que indica la fortaleza de una posible
refutacion de la conclusion, o las condiciones para que se dé.

f) Argumento o argumentos que refutan (R) o impugnan la conclusion.

Estos elementos se pueden representar

en un diagrama que ayuda a analizar la R

argumentacion, el diagrama se conoce

como Esquema de Toulmin (Figura 2) l
M

El diagrama se podria describir de la D
siguiente forma: Se tiene informacion o
datos (D) que, dependiendo del calificador
modal (M), llevan a una cierta conclusion
o tesis (T). El calificador modal nos indica
qué tan fuerte es la posible refutacion (R)
o en qué condiciones se puede dar dicha
refutacion. Mientras que los datos tienen
argumentos (G) que garantizan la validez
de la tesis. Este garante, a su vez, esta
respaldado por argumentos que la
sustentan (S).

\ 4

n— ) —>

Figura 2. Esquema de Toulmin.

Al analizar la argumentacion del ejemplo tendremos lo siguiente:
T: Inconformidad con el 8 asignado.

D: Entregué todos los trabajos, casi no tuve inasistencias y solo me falté una
evaluacion.

M: Me parecié que; creo que.

G: Sélo falté en una ocasion (esto esta implicito en la argumentacion)
S: El dia anterior habia fallecido mi abuelita.

R: No entregé todos los trabajos ni estuvo en todas las evaluaciones.

Los calificadores modales tienen fuerza suficiente para dar pie a las
refutaciones y esto hace que la tesis o conclusion sean bastante débiles, por
tanto, podemos calificar su argumentacion como una falacia.

En términos generales, podemos considerar una falacia como el tipo de
argumentacion que lleva a aceptar o descartar una conclusion debido a
argumentos inapropiados o débiles (facilmente refutables).

Ahora bien, en contextos no cientificos es posible usar argumentaciones
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incompletas o sesgadas que pretenden desviar la atencion de hechos que
podrian ser mas relevantes; en el ejemplo presentado no se hace referencia al
conocimiento adquirido durante el curso o al desempeno cognitivo del
estudiante, aspectos que podrian ser mas relevantes que la mera entrega de
trabajos y la asistencia a clases. La falta de este tipo de consideraciones
debilita la argumentacion.

Lo anterior nos indica que una argumentacion adquiere caracteristicas
especiales dependiendo del campo de conocimiento en el que se dé (esto se
conoce como dependencia de campo de la argumentacion), sin embargo, es
posible analizar una argumentacion usando el esquema de Toulmin y
determinar su validez.

Usemos este esquema para analizar el siguiente texto, tomado de un articulo
académico sobre argumentacion juridica; en €l se quiere convencer al lector
de la utilidad de usar los planteamientos de Toulmin.

La teoria de este autor es una de las mds practicas en cuanto ensena como
construir un argumento y se puede aplicar tanto en la motivacion judicial
como en la argumentacion de los litigantes, porque senala que en un
argumento se distinguen cuatro elementos:

e La pretension, es el punto de partida como el punto del destino de
nuestro proceder en la argumentacion.

e Las razones son motivos a favor de su pretension que sean
relevantes y suficientes, son los hechos especificos del caso.

e La garantia, son reglas, principios, enunciados generales,
definiciones o maximas de la experiencia que permiten o autorizan el
paso de las razones a la pretension, y se pueden expresar mediante
Jjuicios hipotéticos mediante la formula “si...entonces” la distincion
entre razones y garantia es la misma entre enunciados de hecho y
norma.

e Elrespaldo puede expresarse en la forma de proposicién categorica
sobre hechos, muestras de qué manera se puede argumentar a partir
de tales hechos. Son las normas, las tesis, los principios y garantias
individuales.

En la argumentacion podemos hallar los elementos que la componen y usar
el mismo esquema para evaluar su validez:

a) La tesis o conclusion (T) es: “La teoria de este autor es una de las mas
practicas”.

b) Los datos o la informacion (D) que llevan a la tesis serian: “ensena como
construir un argumento y se puede aplicar tanto en la motivacion
judicial como en la argumentacion de los litigantes”.

c) La garantia (G) que avala el paso de la informacion inicial a la tesis es:
“senala que en un argumento se distinguen cuatro elementos”

d) Y el sustento (S) de la garantia podrian ser los elementos mencionados.

En este caso no hay un calificador modal explicito que dé entrada a una
posible refutacion. ¢Es posible encontrar un calificador modal y una
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refutacion para la conclusion? Recuérdese que se trata de establecer la validez
de la argumentacion, no de establecer o refutar la validez de la conclusion;
esto es, ¢la argumentacion es valida?

Segun el esquema de Toulmin, podemos parafrasear la argumentacion de la
siguiente manera:

Dado que ensenia como construir un argumento y se puede aplicar
tanto en la motivacion judicial como en la argumentacion de los
litigantes (D), la teoria de este autor es una de las mads prdcticas (T);
porque seniala que en un argumento se distinguen cuatro elementos (G)
que se enuncian como sigue... (S). A menos que (M) la practicidad de
la teoria no se vea reflejada en los elementos (R).

Para establecer si se puede llegar a la conclusion a partir de los datos, seria
necesario iniciar una argumentacion sobre si los elementos senalados
determinan lo practico de la teoria. Si la respuesta es negativa, entonces
podriamos cambiar el calificador modal (M) por “solo que” y la refutacion (R),
por “la practicidad de la teoria no se ve reflejada en los elementos de
referencia”. En este caso estariamos de nuevo ante una falacia.

El problema con la anterior argumentacion es que lo que se usa como garante
es parte de la premisa y esto invalida la argumentacion. Si se reconstruye la
argumentacion de la siguiente manera es posible evitar la falacia:

La teoria de este autor ensefia como construir un argumento a través de
cuatro elementos:

e La pretension, es el punto de partida como el punto del destino de
nuestro proceder en la argumentacion.

e Las razones son motivos a favor de su pretension que sean
relevantes y suficientes, son los hechos especificos del caso.

e La garantia, son reglas, principios, enunciados generales,
definiciones o maximas de la experiencia que permiten o autorizan el
paso de las razones a la pretension, y se pueden expresar mediante
juicios hipotéticos mediante la férmula “si...entonces” la distincién
entre razones y garantia es la misma entre enunciados de hecho y
norma.

e El respaldo puede expresarse en la forma de proposicion categérica
sobre hechos, muestras de qué manera se puede argumentar a partir
de tales hechos. Son las normas, las tesis, los principios y garantias
individuales.

Por tanto, es una de las mds prdcticas ya que se puede aplicar tanto en
la motivacién judicial como en la argumentacién de los litigantes.

Puesta asi, la conclusion “es una de las mas practicas”, tiene como
garante el hecho de que “se puede aplicar tanto en motivacion judicial
como en la argumentacion de los litigantes”. No ofrece un sustento, pero
quiza no sea necesario.
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ARGUMENTACION EN MATEMATICA

Como se dijo, las caracteristicas de la argumentacion van a depender del
campo de conocimiento en donde se dé. Para ilustrar como se da la
argumentacion en una tarea matematica veamos algunos ejemplos de
geometria.

Regresemos al ejemplo del cuadrilatero y sus diagonales:

Si se tiene que las diagonales de un cuadrilatero se cortan en su punto
medio, entonces el cuadrildatero es un paralelogramo.

Podemos considerar la proposicion anterior como parte de una
argumentacion, se tienen los datos o la informacion inicial (que en matematica
llamaremos hipoétesis), “cuadrilatero cuyas diagonales se cortan en su punto
medio”, que nos llevan a una conclusion, “el cuadrilatero es paralelogramo”.
Y el ejercicio pide completar la argumentacion.

Analicemos la respuesta del profesor usando el

B

diagrama de Toulmin: .%\

La proposicion es verdadera porque en un AWC
D

paralelogramo los lados opuestos tienen la

misma longitud y se puede demostrar

[matematicamente] que sus diagonales también  Figura3. Las diagonales de un
tienen la misma longitud y forman tridngulos paralelogramo.

opuestos congruentes. Como se muestra en la figura [Figura 3|. Es facil
demostrar que el segmento BE tiene la misma longitud que el segmento ED y lo
mismo sucede con los segmentos AE y EC, por tanto, el punto E es punto medio
de ambas diagonales. Es decir, si las diagonales se cortan en su punto medio,
se trata de un paralelogramo.

Al examinar los argumentos individuales dados por el profesor nos daremos
cuenta de que lo que dice es correcto desde el punto de vista geométrico, sin
embargo, su argumentacion es una falacia, es decir no esta bien construida.
Tal vez, de entrada, no sea tan facil determinar en donde esta el fallo en la
argumentacion.
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El primer fallo esta en

decir que las diagonales f::t::laf;";zles s¢ entonces se tiene un de
un paralelogramo tienen punto medio paralelogramo  ]a
misma longitud, dando a

entender que son
congruentes entre si. ,

. se tiene un
Esto es cierto para los paralelogramo
rectangulos, un tipo
especial de

paralelogramo, pero no las diagonales de un en
general. Si recurrimos al paralelogramo se

diagrama de Toulmin la :,::'é::,n ensu punte

falla se hace evidente

(Figura 4)' Figura 4. Diagrama de Toulmin del ejercicio de geometria.
En su argumentacion, el
profesor esta usando como garantia la tesis misma. Es decir, no esta usando
los datos de entrada (la hipotesis) para llegar a la conclusion (tesis). El profesor
no usa nunca el hecho de que las diagonales sean congruentes entre si, lo que
lleva a la conclusion de que esta caracteristica no es necesaria para llegar a la
conclusion.

¢cComo es esto? Si yo tengo un paralelogramo, entonces es seguro que sus
diagonales se cortan en su punto medio, pero es posible que los
paralelogramos no sean los unicos cuadrilateros con esta propiedad. Por
tanto, se deben usar otros argumentos como garantia. El argumento debe
iniciar con dos segmentos, no necesariamente de la misma longitud, que se
cortan en su punto medio (Figura 4). Y C
preguntarnos si los extremos de tales

segmentos forman un paralelogramo. B

En el caso de la Figura 5, para que los

cuatro puntos A, B, C y D formen un A M D
cuadrilatero, entonces deben formar

segmentos opuestos (AB y CD; BC y AD) Figura 5. Diagonales que se
paralelos entre si, ésta es la definicion de cortan en su punto medio.

paralelogramo: un cuadrilatero cuyos lados
opuestos son paralelos entre si. Usando un lenguaje matematico, lo anterior
quedaria:

AB||cpyBc | |AD

Es decir, el segmento AB es paralelo al segmento CD, y el segmento BC es
paralelo al AD. Asi pues, nuestra argumentacion debe llevarnos del hecho de
que M es punto medio de ambos segmentos a la conclusion de que A, B, Cy D
forman un paralelogramo.
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El diagrama de Toulmin .
quedaria como se muestra en Las diagonales AC enfonces Los puntos 4, B,

la Figura 6. Y BD se cor t:‘_‘ e"w Cy D, forman un
Su punto medio M. paralelogramo

En esta nueva argumentacion
la garantia es que los lados

opuestos son paralelos; y el 18!1Ch
sustento de la garantia es otra oy
argumentacion que inicia con BC|l4D
dos segmentos que se cruzan

en su punto medio y concluye Sustento

con la garantia. ¢Como se

Figura 6. Diagrama de Toulmin de la
puede demostrar esto?

argumentacion sobre paralelogramos.

En este punto podemos tomar

el ejemplo que nos ocupa para ilustrar como se construye la matematica. Para
ver si nuestra argumentacion es valida, podemos pensar en el ejercicio como
la validacion de una conjetura:

“Si las diagonales de un cuadrilatero se cruzan en su punto medio, entonces
el cuadrilatero es un paralelogramo”

Al analizar la forma en que se podria demostrar esta conjetura, llegamos a
otro enunciado:

“Si dos segmentos de recta se cortan en su punto medio, entonces los
extremos de los segmentos forman un cuadrilatero cuyos lados opuestos son
paralelos entre si.”

Este enunciado, si no ha sido validado matematicamente, es decir, si tiene el
estatus de conjetura, debe ser validado para que pueda fungir como garantia
y sustento de la argumentacion original. Lo anterior nos lleva a afirmar que,
en la argumentacion matematica, un teorema puede fungir como garante de
nuestra argumentacion, y no necesita sustento (si lo necesitara, entonces no
seria teorema, sino conjetura).

Tenemos, también, que, si la argumentacion se apoya en un teorema como
garante, y el teorema esta bien aplicado, no habra calificadores modales ni
refutaciones.

Analicemos las siguientes argumentaciones que corresponden a un mismo
ejercicio de geometria.

El ejercicio es el siguiente:

Considera un cuadrado cualquiera y sus diagonales. ;Cémo son entre si los
triangulos que se forman con la interseccion de las diagonales y los vértices
del cuadrado? Explica tu respuesta.

La respuesta es que los triangulos son congruentes entre si. La argumentacion
se puede parafrasear de la siguiente manera:
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Si se tiene un cuadrado y sus dos diagonales, entonces los cuatro triangulos
internos que se forman son congruentes entre si.

Analicemos dos de las explicaciones que dieron estudiantes de Bachillerato.
Explicacion 1:

Tenemos que los lados adyacentes son congruentes y perpendiculares. Al
trazar una diagonal, el triadngulo que se forma con los lados del cuadrado
es isésceles y como el angulo opuesto a la diagonal es recto, los otros dos
angulos son de 45°, por tanto, los angulos que forman las diagonales con
los lados son de 45°. Como los lados del cuadrado son congruentes,
entonces, aplicando el criterio de congruencia A-L-A, concluimos que los
tridngulos en cuestién son también congruentes.

Segun esta explicacion, el garante es el criterio angulo-lado-angulo. Toda la
argumentacion que se da gira en torno a explicar por qué se puede aplicar
este criterio.

Un posible calificador modal podria ser la correcta aplicacion del criterio. Por
lo que el analisis se deberia centrar en como se argumenta la aplicacion de tal
criterio. El diagrama de Toulmin quedaria como se muestra en la Figura 7.

No son
congruentes
entonces
no
Cuadrado y sus criterio i entonces Forman cuatro
diagonales bien triangulos interiores
aplicado congruentes entre si

Criterio
angulo-lado-angulo

Sustento

Figura 7. Esquema para la Explicacion 1 del problema de los triangulos en un cuadrado.

Vista de esta manera, la validez de la argumentacion depende del sustento,
que es, a su vez, una argumentacion sobre la aplicacion del criterio.
Retomando el razonamiento que se da en la explicacion tendriamos lo
siguiente:
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El criterio A-L-A, que se

considera como un teorema, dice C

que dos triangulos son

congruentes si dos angulos de

uno son congruentes con dos

angulos del otro y, ademas, el

lado que comparten en un D

triangulo es congruente con el B F
lado que comparten en el otro

(Figura 8).

Segun la figura, si £/B = ZG, 4D E

= /E'y BD = GE, entonces los G

trlangulos BCD y . GFE son Figura 8. El tridngulo BCD es congruente con el GFE.
congruentes (es decir, lados y

angulos correspondientes de

uno y otro triangulo tienen las mismas medidas).

Ahora bien, lo primero que hace el
C estudiante es dividir el cuadrado en
dos triangulos usando una de sus
D diagonales (Figura 9).

Como los lados adyacentes del
cuadrado son congruentes y
perpendiculares entre si, entonces la

B diagonal forma dos triangulos

rectangulos isosceles. En el caso de

A la Figura, tenemos que AADB y

ACBD, son isosceles. Ademas, ZADB

Figura 9. Cuadrado y una de sus diagonales = /DBA = 45°, puesto que ZA es recto

y la suma de los tres debe dar 180°.

Haciendo el mismo razonamiento con la otra diagonal, concluye que éstas
forman angulos de 45° con respecto a los lados del cuadrado. Y si todos los
angulos son de 45°, y los lados del cuadrado son congruentes entre si, es
inmediata la aplicacion del criterio A-L-A a triangulos adyacentes y concluir
la congruencia de todos ellos.

Por consiguiente, podemos concluir que la aplicacion del criterio es correcta y
la argumentacion valida.

¢Qué sucede con la segunda explicacion?

Explicacion 2:

! ZA significa el dngulo interior del poligono en el vértice A. En caso de que haya ambigiliedad, se escribira
ZBAC para indicar que se trata del angulo formado por los puntos B, Ay C, siendo A el vértice del angulo.
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No son Los cuatro triangulos son
congruentes congruentes porque Si
trazo una circunferencia
con centro en el punto de

entonces
no

mideiodos <t em interseccion de las
Cuadrado y sus __ ¢midelodos  si, entonces  Forman cuatro .
diagonales los f”“df'“dos tridngulos interiores dlag onales yquep a,se por
posibles? congruentes entre si uno de los vértices,
entonces pasard por los
. otros vértices; y como los
Lados formados por
las diagonales son lados del cuadrado son
congruentes entre i, congruentes, entonces los
triangulos también lo son.
Mide con El diagrama de Toulmin
el compds correspondiente a la

argumentacion se

Figura 10. Diagrama de Toulmin para la segunda explicacién. muestra en la F1gura 10.

El garante de su tesis es
que los triangulos interiores del cuadrado son isosceles cuyos lados
congruentes son todos congruentes entre si. Si esto es cierto, y aunado con el
hecho de que los lados del cuadrado son congruentes, podemos concluir la
validez de la tesis. Para sustentar su garante, el estudiante midi6 los lados de
los triangulos con un compas, corroborando que son radios de un mismo
circulo y, por tanto, congruentes. Podemos concluir que el procedimiento es
correcto.

Sin embargo, en matematica toda conjetura se debe validar de manera que no
haya dudas de su validez. Es decir, debe ser cierta para todos los casos
posibles: si no se cumple en uno solo, entonces la conjetura no es valida y no
puede acceder al estatus de teorema. En el caso que nos atane, la medicion
se hizo con un cuadrado y la validez de la argumentacion se aplicaria para ese
cuadrado, para tener certeza de que es valida para cualquier cuadrado, habria
que medirlos todos, pues si uno solo no cumple, la conjetura no es valida: esta
claro que medir una cantidad infinita de cuadrados es una labor imposible.

En consecuencia, la argumentacion no es valida desde el punto de vista de la
matematica. Este es un ejemplo de que la argumentacion depende del campo
de conocimiento en la que se haga: es necesario apegarse a las reglas de
operacion de la matematica para hacer un correcto analisis de la
argumentacion.

ESQUEMAS DE ARGUMENTACION EN MATEMATICA

Como conclusion de la seccion anterior, afirmamos que para que una
argumentacion matematica no sea una falacia, es necesario que la practica
argumentativa se cina a las reglas de operacion de la matematica. Es decir, la
manera en la que se construye el conocimiento matematico.
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DEFINICIONES, AXIOMAS, CONJETURAS Y TEOREMAS

Sin temor a equivocarnos, diremos que la matematica es constructivista, en
el sentido de que se va construyendo a partir de conceptos basicos y las
relaciones entre éstos. Asi, toda teoria matematica inicia con la definicion de
sus conceptos basicos y las relaciones que hay entre ellos; estas relaciones
pueden ser obvias o, por acuerdo de la comunidad, considerarse como
verdaderas. A tales relaciones les llamaremos axiomas (en algunos textos se
usan términos como postulados o leyes). Por tanto,

una definicion es la descripcién detallada y sin ambigtiedades de un
objeto matemadtico de manera que no pueda confundirse con otro; es decir,
el objeto matematico es caracterizado a través de aquellas propiedades
que le son totalmente inherentes.

Hay algunos objetos matematicos, como el punto, por ejemplo, cuya definicion
es dificil de establecer y que, sin embargo, no da lugar a confusiones.

Mientras que

un axioma serda una afirmacién acerca de un objeto matemdtico o de la
relacion entre objetos matemdticos que se considera verdadera o vdlida,
ya sea por su obviedad o por consenso en la comunidad matemdtica.

Por ejemplo, podemos decir que un numero entero cualquiera, a, siempre sera
igual, menor o mayor que otro numero b. Es decir, si tenemos dos numeros a
y b, se cumple que

a=b,a<boa>hb
Axioma que se conoce como principio de tricotomia de los nimeros.

Ahora bien, existen afirmaciones sobre objetos matematicos o relaciones entre
éstos que no son tan obvias (que llamaremos proposiciones), pero que se
pueden deducir de los axiomas y de las definiciones; para establecer la validez
o la veracidad de tales afirmaciones es necesario que la deduccion se apegue
estrictamente a las leyes de la l6gica. A estas relaciones se les llama teoremas,
lemas o corolarios.

Asi,

un teorema es una proposicion o afirmacién matemdtica cuya validez fue
establecida a partir de axiomas o de otros teoremas o de una combinacion
de ambos.

Por lo general se da el rango de teorema a resultados que son considerados
importantes en matematica.

Un lema es un resultado matemdticamente vdlido que se usa en el proceso
de establecer la validez de un teorema.

Por su parte,

un corolario es un resultado inmediato de un teorema.
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Algo que tienen en comun teoremas, lemasy corolarios es que fueron validados
a través de una prueba o demostracion matematica; es decir, mediante una
argumentacion que descansa totalmente en procesos deductivos.

La distincion entre teorema, lema y corolario es relativa, pues muchos
teoremas son corolarios de otros y también sirven como lemas para demostrar
otros teoremas.

Mientras una proposicion no haya sido demostrada matematicamente, tiene
el estatus de conjetura. Y una conjetura que ha sido demostrada adquiere el
rango de teorema, que puede utilizarse para demostrar otras conjeturas.

Para ilustrar lo anterior, retomemos los dos ejemplos de geometria
representados en las Figuras 1.5y 1.7.

Consideremos el diagrama de la Figura 1.5. La conjetura por demostrar es:

C1. Si en un cuadrilatero las diagonales se cruzan en su punto medio,
entonces el cuadrildatero es un paralelogramo.

Para su demostracion se hace uso de otra conjetura:

C2. Si dos segmentos de recta se cortan en su punto medio, entonces los
extremos de los segmentos forman un cuadrildtero cuyos lados opuestos
son paralelos entre si.

Si se demuestra C2, entonces se le puede usar como lema. A su vez se pueden
usar otros teoremas geométricos como lemas para demostrar C2; por ejemplo,
que los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Si cambiamos el orden de los resultados, podemos considerar primero la
demostracion de C2, una vez hecha la demostracion se le puede considerar
como teorema y, en este caso, Cl seria consecuencia inmediata de dicho
teorema y, por tanto, un corolario.

Con respecto al diagrama de la Figura 1.7, la conjetura se puede establecer
como sigue:

En todo cuadrado, sus diagonales forman cuatro tridngulos interiores
congruentes entre si.

Su demostracion descansa en el teorema conocido como Criterio de
Congruencia Angulo-Lado-Angulo que seria un lema necesario para la
demostracion. El analisis del diagrama de Toulmin nos muestra que la
argumentacion esta bien construida, por tanto, decimos que la conjetura es
valida y es posible considerarla como teorema.

ESQUEMAS DE ARGUMENTACION

Anteriormente definimos argumentaciéon como el conjunto de actividades y
razonamientos que una persona pone en juego cuando intenta justificar o
explicar un hecho o un resultado, o para validar una conjetura nacida durante
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el proceso de resolucion de un problema. En esta seccion nos referiremos a
hechos, resultados y problemas dentro del ambito de la matematica.

Asi, un esquema de argumentacion es el tipo de argumentaciéon que un
individuo utiliza durante una practica argumentativa. Dependiendo del nivel
en que se esté desempenando, cuando una persona hace matematica y debe
validar sus resultados o sus conjeturas recurre a los esquemas de
argumentacion.

Los esquemas mas utilizados son cuatro: autoritarios, de recuento factico (o
simplemente facticos), empiricos y analiticos (Flores, 2006).

Un esquema autoritario es aquella argumentacion que apela a una
autoridad. Esta autoridad puede ser un matematico, un profesor o el autor de
un libro, entre otros. Por lo general este tipo de esquemas adquieren una forma
parecida a lo siguiente:

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio, esto es
cierto (verdadero) porque viene en el libro de geometria que llevamos el
semestre pasado (o porque lo demostré mi maestro durante una de las
clases).

En un diagrama de Toulmin, el hecho de estar en un libro o que lo haya
demostrado un profesor es el garante. Para determinar la validez de la
argumentacion, tendriamos, entonces, que revisar lo que esta en el libro o
como lo demostro el profesor. Es decir, apelar a una autoridad no es suficiente
para establecer la validez de la argumentacion y, por ende, de la conjetura. En
ocasiones se recurre a matematicos famosos para validar una conjetura, por
ejemplo, es verdad porque lo demostro Euler en su obra tal. Pero el criterio es
el mismo, no importa el peso de la autoridad a la que se recurra.

El esquema de recuento factico o factico consiste en un recuento de los
hechos que llevaron a la conclusion, como una serie de pasos que, en opinion
del individuo que lo utiliza, son suficientes para justificar la validez del
resultado.

Otro muy utilizado es el conocido como esquema empirico. En éste la
validacion recae en la apreciacion empirica de la situacion. Por ejemplo, lo que
esta en una ilustracion: las rectas son perpendiculares como se aprecia en la
figura. O los resultados de una medicion: coloco la punta del compas en el
centro del cuadrado y el otro extremo en un vértice, al girarlo percibimos que
la punta pasa por los otros vértices...

Es posible que este tipo de razonamiento sea valido para la situaciéon a la que
se esta refiriendo, pero no estamos seguros de que lo sea para todos los casos
similares. Recodemos que una conjetura matematica debe ser valida para
todas instancias en las que aparece, si no se cumple en una de ellas, la
conjetura no es valida. Un ejemplo de esto es la argumentacion representada
en el diagrama de Toulmin de la Figura 1.10.
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Los esquemas analiticos son aquellos cuyo razonamiento es completamente
deductivo. Un razonamiento deductivo es aquel que nos lleva a una conclusion
particular a partir de una mas general. Por ejemplo:

El criterio de congruencia Angulo-Lado-Angulo se cumple para todas las
parejas de triangulos congruentes. Estos dos triangulos cumplen con el
criterio, entonces son congruentes.

Lo anterior se puede escribir de la siguiente manera:

Criterio A-L-A se cumple, entonces los triangulos son congruentes; AABC
y ADEF cumplen con A-L-A, entonces son congruentes.

De forma atin mas sintética podemos escribir:

ALA = TC Regla general
Al y A2 = ALA Caso particular
Aly A2 =TC Resultado

ALA = Criterio de congruencia Angulo-Lado-Angulo; Al y A2 = Triangulos 1y
2; TC = Triangulos Congruentes; y = significa implicacion.
Lo anterior se leeria:

“El criterio ALA implica Triangulos Congruentes; Triangulos 1 y 2 implican
Criterio ALA; entonces Triangulos 1 y 2 son Triangulos Congruentes.” A este
tipo de argumentacion deductiva le llamaremos silogismo.

Debido al su caracter general y al hecho de que se sustenta exclusivamente
en un razonamiento deductivo, los esquemas analiticos pueden llevarnos a
construir una demostracion matematica.

Como ejemplo de esquemas empirico y analitico veamos la siguiente situacion.

Si en un cuadrildatero ABCD cualquiera se traza otro cuadrildtero usando los
puntos medios de los lados de ABCD,
cqué tipo de cuadrilatero se forma?
Explica tu respuesta. (Figura 1.11)

Supongamos que éste es un ejercicio
que un profesor de Bachillerato puso a
sus estudiantes. Para responder a la
pregunta disponen de un software de
geometria dinamica.

Consideremos el proceder de un cierto
estudiante, lo llamaremos Estudiante G  Figura 11. Cuadrilatero de los puntos

(EG):

Lo primero que hace EG es representar la situacion en el software; obtiene
una construccion como la que mostramos en la Figura 12:
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Al analizar su

construccion, el C K
estudiante se da cuenta

de que el cuadrilatero que F

se forma con los puntos | 0]

medios (que llamaremos A E

cuadrilatero de puntos G

medios) es un cuadrado o N M

algo muy parecido. H

Entonces su primera D L J
conjetura es que se trata Cuadprildtero céncavo Cuadrilatero cruzado
de un cuadrado. Pero al

arrastrar los vértices del Figura 12. Cuadrilatero de puntos medios para cuadrilateros
cuadrilatero original se cdéncavos y cruzados.

da cuenta que no es

precisamente un cuadrado, por lo que desecha su conjetura y la sustituye
por otro: el cuadrilatero es un paralelogramo. Parece ser que esta conjetura
si se cumple pues en todos los casos que el estudiante revisa se cumple.
Incluso en cuadrilateros concavos y en cuadrilateros cruzados (Figura 12).
Para estar aun mas seguro, EG mide la pendiente de los lados que supone
paralelos y comprueba que siempre tienen la misma medida, sin importar
qué tipo de cuadrilatero sea el original.

Con estas evidencias, EG concluye que efectivamente el cuadrilatero de los
puntos medios es un paralelogramo, independientemente del tipo de
cuadrilatero original.

Su explicacion queda en los siguientes términos:

Si tenemos un cuadrildtero cualquiera, convexo, céncavo o cruzado, Su
cuadrilatero de puntos medios siempre sera un paralelogramo, pues al
hacer la construccién y arrastrar los vértices del cuadrilatero original, el de
puntos medios no pierde su condiciéon de paralelogramo. Esto se confirma
pues al medir la pendiente de los lados opuestos, siempre son iguales.

El procedimiento que siguié EG para llegar a una conclusion es un proceso
inductivo, es decir, a partir del analisis de casos particulares llega a una
conclusion general. Y su conclusion se basa exclusivamente en lo que obtiene
con el programa de geometria dinamica.

En este caso estamos frente a un esquema empirico basado completamente
en figuras y la medicion entre ellas. No hay procesos deductivos en esta
argumentacion. Si llegara a pasar que se encuentre un contraejemplo,
entonces la argumentacion seria una falacia.

Supongamos, ahora, que quien hace la exploracion y se forma conjeturas es
un matematico.

La exploracion inicial iria mas o menos en los mismos términos que EG, es
decir, hace la construccion, se da cuenta de que puede ser un paralelogramo
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y plantea su conjetura. Explora un poco mas para estar seguro, por lo general
revisa los casos extremos y los que puedan ser problematicos en busca de
contraejemplos. Cuando se siente seguro de que su conjetura es cierta,
entonces busca una manera de validarla basandose en teoremas y resultados
validos de la geometria.

Podria, por ejemplo, usar el teorema de Tales para demostrar que los lados
opuestos son paralelos. Es decir, su argumentacion se basaria en
razonamientos deductivos que no dependen de la figura ni de mediciones. Es
posible que se auxilie de la figura para plantear sus razonamientos, pero es
solo un auxiliar en la argumentacion. En este caso tendriamos un esquema
analitico.

La experiencia nos dice que los esquemas analiticos son los unicos que
conducen a inferencias verdaderas y, por ende, a la demostracion matematica.
También nos indica que los esquemas empiricos pueden conducir a los
analiticos.

IMPLICACIONES EN LA DIDACTICA

La escuela, como el centro de formacion de los integrantes de una sociedad,
se conforma en el lugar en donde se prepara a los aprendices para la vida. En
palabras de Dewey (traduccion propia):

La gran importancia del pensamiento para la vida hace necesario su control
por parte de la educacion, esto debido a su tendencia natural a perderse, y
debido a que existen influencias sociales que tienden a formar hdbitos de
pensamiento que llevan a creencias inadecuadas y erréneas. (Dewey, 1910:
29)

En especial, durante el proceso de formacion cientifica (como mencioné al
principio, incluyo en esta categoria a todos los ingenieros y los cientificos
sociales) es necesario que los aprendices adquieran habitos y habilidades de
pensamiento reflexivo que les permita llegar a inferencias mejor sustentadas.
Es decir, la escuela debe proporcionar al estudiante una disciplina mental que
convierta el talento natural de los individuos, a través de un ejercicio gradual,
en un poder efectivo (Dewey, 1910):

Cuando la disciplina es concebida en términos intelectuales (como el poder
habitual de una actividad mental efectiva), se le identifica con la libertad
en su sentido verdadero. Ya que la libertad de mente significa un poder
mental capaz de un ejercicio independiente, emancipado del control de
otros, no la mera operacion externa sin ataduras (p. 64. Traduccion

propia)
El cientifico necesita esta independencia intelectual para poder plantear
conjeturas y buscar su justificacion sin apegarse a dogmas. Por lo general, el
cientifico se encuentra con hechos y busca su causa. La disciplina mental le
ayudara descubrir lo que hay en medio y si la causa encontrada es razonable.
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En este sentido, el pensamiento matematico podria ser de gran ayuda. Por
consiguiente, seria recomendable que el estudio de la matematica se abocara
a desarrollar el pensamiento reflexivo a través del quehacer matematico.

Para ello es necesario cambiar el enfoque de la didactica de la matematica que
se ha dado en el ambito escolar. La concepcion de la matematica como un
cuerpo de conocimiento acabado no ha cambiado (a pesar del discurso en
boga): la matematica se ensefia como una serie de recetas y algoritmos que se
aplican en determinadas situaciones, sin que haya una reflexion verdadera
sobre el origen de tales algoritmos o el porqué de las formulas. En este tipo de
enfoque no hay espacio para el razonamiento, sélo la aplicacion mecanica de
recetas.

Por el contrario, en carreras de matematica pura, el enfoque es axiomatico y
formal, en donde el razonamiento deductivo juega un papel importante, como
el método Unico para demostrar teoremas. Por lo general, se inicia con la
definicion de conceptos clave, las leyes basicas (y obvias) que rigen algunas
relaciones entre tales conceptos (axiomas) y, a partir de esto, se construye la
teoria, siguiendo una serie de implicaciones deductivas derivadas de los
axiomas, en un principio, y de axiomas y teoremas mas adelante. Una vez
establecido el teorema, se ilustra su aplicacion con ejemplos concretos, dando
a la mecanizacion de procedimientos un lugar relevante en el aprendizaje.

Es muy comun que una clase de matematica empiece con el enunciado de un
teorema y, a continuacion, su demostracion, llevada a cabo por el encargado
del curso. Tales demostraciones son tomadas de libros de texto y se las
presenta sin muchas variaciones. Si el profesor es bueno, la demostracion
puede llegar a buen fin sin problema alguno. Pero si el profesor no tiene mucha
experiencia con la reproduccion de la demostracion, puede pasarse horas
platicando con el pizarron mientras los estudiantes son mudos testigos.

En ninguno de los dos extremos presentados, hay espacio para que el
estudiante explore, haga conjeturas, siga lineas de razonamiento y llegue a
sus propias conclusiones.

Para que el estudio de la matematica sea realmente de utilidad y refuerce el
pensamiento reflexivo, es necesario dejar de verla exclusivamente como una
herramienta, o exclusivamente como una serie de conceptos abstractos sin
mayor aplicacion en la vida cotidiana.

EL AMBIENTE DE APRENDIZAJE

El ambiente de clase debe ser tal que permita la interaccion entre los
estudiantes, y sean éstos quienes aprendan la materia en la accion (principio
de aprender haciendo). En este sentido, para que un estudiante aprenda en el
seno de un grupo es necesario que sienta confianza y seguridad. Esto se
lograria si el grupo o la clase se conformara en una comunidad de aprendizaje.

Asi, entendemos por comunidad de aprendizaje un grupo de individuos que
ponen sus destrezas, capacidades, habilidades y conocimiento al servicio de
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un fin comun: el aprendizaje del conocimiento tutil para la comunidad. Si la
comunidad se forma en el ambito escolar, entonces el conocimiento a aprender
seria el estipulado en el programa de estudios.

Para que sea efectivo, el ambiente que se deberia dar en una comunidad de
aprendizaje seria un ambiente de respeto, tolerancia y cooperacion (adaptado
de Flores y Gomez, 2009).

Tolerancia. Capacidad de considerar y, en su caso, aceptar las ideas de
los demas; esto lleva a una convivencia armonica en la que no existen
prejuicios acerca del género, la raza o las preferencias sexuales. La
tolerancia y el respeto estan en la base de la no discriminacion.

Respeto. Reconocimiento del derecho a ser de los seres vivos; con
respecto a las personas, se trata del reconocimiento de sus derechos y
su dignidad. Implica una actitud de tolerancia y reconocimiento a las
personas, la sociedad y la naturaleza. El respeto y la tolerancia implican
un aumento en la autoestima de los estudiantes.

Cooperacion. Trabajo conjunto para el logro de metas comunes; el
objetivo de la cooperacion es el beneficio mutuo; implica la capacidad
de hacer de lado ideas y propuestas propias, cuando sea necesario.

Consideramos, también, que cada ambiente escolar de aprendizaje se
conforma a partir de cinco dimensiones (Flores 2017, adaptadas de Schoenfeld

y The

teaching for a Robust Understanding Project, 2016):

Contenido Curricular. Tematica, aprendizajes, estrategias didacticas y
objetivos contemplados en el curriculo; debe estar acorde con el nivel
educativo del que se trate. En un buen ambiente de aprendizaje, las
actividades contribuyen al desarrollo de los estudiantes como
pensadores reflexivos, flexibles y con recursos teoéricos para afrontar las
situaciones a las que se enfrenten.

Demanda Cognitiva. Es el grado de complejidad con que se deben
manipular la informacion y los conceptos disciplinares en las
actividades de aprendizaje. La demanda cognitiva de las actividades
debe ser tal que signifiquen un reto para el estudiante sin llegar a ser
algo imposible de llevar a cabo. Parte de un buen ambiente de
aprendizaje seria aquel en el cual la demanda cognitiva de las
actividades fuera la adecuada al nivel educativo y el esfuerzo cognitivo
de los estudiantes para realizarla fuera minimo.

Acceso Equitativo al Contenido. Oportunidades de aprendizaje que
tienen los estudiantes en el aula. Un ambiente de aprendizaje equitativo
debe permitir y fomentar la participacion de todos los estudiantes en las
actividades de aprendizaje. El trabajo en equipo es el vehiculo para
establecerlo, asi como la supervision continua del profesor y los debates
grupales. Un ambiente de aprendizaje equitativo deja de lado prejuicios
de género, raza, religion o preferencia sexual, y da voz a todos los
integrantes de la comunidad.
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o Identidad y Pertenencia. Es el grado en que un estudiante se siente
identificado con el ambiente de aprendizaje e integrante de la
comunidad conformada por el grupo. Parte de su identidad tiene que
ver con la concepcion del estudiante sobre si mismo como un buen
aprendiz, dispuesto a compartir su conocimiento con los demas y a
recibir ideas y comentarios de otros aprendices o del profesor. El
ambiente de aprendizaje debe fomentar la autoestima del estudiante y
su capacidad como aprendiz afectivo y auténomo.

e Retroalimentacion Formativa. Esta conformada por las actividades de
aprendizaje y la informacion que el profesor lleva al aula como
productos de una evaluacion. Los resultados de la evaluacion en el aula
sirven, en parte, para identificar errores y debilidades en el aprendizaje;
la retroalimentacion formativa sirve para eliminar debilidades y corregir
errores.

Para que el aprendizaje sea efectivo y llegue a todos los integrantes de la
comunidad, en el ambiente de aprendizaje debe haber un equilibrio entre estas
cinco dimensiones.

En una comunidad de aprendizaje la evaluacion tiene un papel central en el
fomento y la adquisicion del conocimiento. En el proximo capitulo se hara una
reflexion mas profunda sobre la evaluacion y su papel en el fomento del
aprendizaje; por lo pronto, finalizamos el presente, adelantando algunas ideas
sobre cuales son las implicaciones para la evaluacion en una didactica
centrada en el aprendizaje:

e El estudiante es quien aprende, por tanto, es quién debe dar evidencias
de su aprendizaje.

e Las evidencias deben ser tanto en su discurso como en su forma de
aplicar el conocimiento.

e Los demas estudiantes consideran las evidencias y debaten sobre el
aprendizaje de su companero.

El profesor organiza la informacion proporcionada por las evidencias y disena
intervenciones de retroalimentacion encaminadas a mejorar el aprendizaje.

EL APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

Consideramos que la matematica es el cuerpo de conocimientos que trata
sobre numeros y formas, la relacion entre ellos, y su aplicacion en situaciones
especificas.

La matematica sirve como:

Herramienta para resolver problemas;
Teoria que nos ayuda a entender la realidad;
Meta ciencia que se estudia a si misma; y
Lenguaje que permite comunicar ideas.
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En un contexto escolar, para que el aprendizaje de la matematica sea efectivo
y significativo (en el sentido de que tenga significado para el estudiante), su
estudio deberia tomar en cuenta sus cuatro funciones; una manera de hacerlo
es a través de la resolucion de problemas.

Retomando la concepcion de Dewey sobre el pensamiento reflexivo tenemos la
siguiente definicion.

Problema es una situacion que produce, en quien la enfrenta, un estado
de curiosidad, perplejidad o duda, y cuya respuesta implica un acto de
pensamiento reflexivo; es decir, una busqueda o investigacion sistemdtica
que produzca un resultado o una explicacién satisfactorias.

A manera de ejemplo de una actividad de resolucion de problemas en
matematica, veamos la siguiente situacion:

En la tabla siguiente se muestran las coordenadas de un cometa en su 6rbita
alrededor del Sol, que se encuentra situado en un foco de la elipse. Para tomar
las coordenadas se colocé el origen de coordenadas en el Sol y eje mayor a lo
largo del eje x (las unidades de las coordenadas son UA, unidades
astronémicas). (a) Encuentra la ecuacién que se ajuste a los datos de la tabla.
(b) ¢cCudl es la mayor distancia del cometa al sol o afelio? (c) Encuentra la
excentricidad de la érbita.

X Y X y
-2.1 5.5 900.1 36.1
12.9 16.3 982.4 10.9
62.6 31.5 923.4 -31.5

244.5 54.6 663.0 -52.9
579.3 62.0 450.0 -62.8
778.1 51.6 141.6 -44.5

Un primer cuestionamiento seria con respecto a si la situacion es un problema
en los términos de nuestra definicion.

Es claro que el planteamiento responde a una actividad escolar, por tanto,
quien debe enfrentarse a ella es un estudiante, tal vez de bachillerato. Por
tanto, trata de dar respuesta a los incisos pues es su tarea como estudiante.

Supongamos que la situacion es abordada por un equipo de dos estudiantes.
¢Cuales serian las posibles estrategias de este equipo hipotético para llegar a
las respuestas?

Lo primero, tal vez, seria conjeturar que la trayectoria es una elipse y graficar
los datos para corroborar ese hecho. En la Figura 13 presentamos la grafica
construida por una pareja de estudiantes de Bachillerato con ayuda de un
software de Geometria dinamica.

Puede ser que, hasta este punto, la situacion no represente un problema, pues
hasta el momento no hay un estado de perplejidad, duda (curiosidad, quiza,
pero no es seguro).
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El paso siguiente es hallar la ecuacion de la elipse; con esa ecuacion podemos
responder lo que se pide en los otros dos incisos. Para ello, uno de los
estudiantes propone la ecuacion simétrica de la elipse:
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Figura 13. Trayectoria del cometa
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En este momento es posible que su curiosidad se ponga en juego y sea un reto
encontrar las coordenadas del centro y las longitudes de los dos semiejes.

1

Toman cuatro puntos de la tabla pues son cuatro constantes las que
necesitan; escogen los puntos y sustituyen en la ecuacion para obtener un
sistema de cuatro ecuaciones de cuatro incognitas. Al hacerlo caen en la
cuenta de que las ecuaciones no son lineales y la resolucion del sistema se
complica demasiado.

Aqui entran en un estado de perplejidad y, tal vez, de preocupacion y duda,
que dispararia su pensamiento reflexivo: ¢nos ponemos a investigar como se
resuelve un sistema como el que tenemos o buscamos otra alternativa? ¢hay
tiempo para hacer la investigacion? ¢ Tenemos acceso a Internet para hacer la
busqueda?

La otra alternativa seria usar la ecuacion general de la elipse: esto implica
tener cinco constantes (o incognitas) en un sistema de cinco ecuaciones. Pero
las ecuaciones son lineales y pueden usar cualquiera de los métodos que han
visto en clase. Parece ser que aqui esta la soluciéon a su problema.

Plantean la ecuacion general:

Ax?> +By?+Cx+Dy+E=0
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Y proceden a sustituir puntos para formar su sistema de ecuaciones.

Hasta aqui nuestro ejemplo. En conclusion, podemos decir que la situacion se
puede considerar un problema para los estudiantes pues los pone en un
estado de duda, perplejidad y, muy posiblemente, de curiosidad.

En el intercambio de razonamientos para tomar una decision hay un proceso
de argumentacion en pro de una u otra estrategia; se pueden formar
conjeturas y formas para corroborarlas o, en su caso, convencerse de la
correccion o no de sus resultados.

Consideramos que gran parte del aprendizaje del estudiante se da durante el
intercambio de argumentos para decidirse por una u otra estrategia y en la
comprobacion y justificacion de resultados.

Finalmente, la resolucion de problemas debe culminar con una discusion
grupal sobre las soluciones encontradas y las estrategias propuestas y la
institucionalizacion del conocimiento generado.

En consecuencia, el profesor es el encargado de disenar o adaptar las
actividades de aprendizaje y dirigir las acciones de los estudiantes hacia su
problematizacion y su analisis.

MODELIZACION MATEMATICA

La modelizacion es el proceso de construccion de un modelo o un esquema
teorico de un fenéomeno o de una situacion dada; en particular nos interesa
la modelizacion matematica? que entenderemos como el proceso de
encontrar un modelo matematico que reproduzca de manera mas o menos
fiel los datos numeéricos obtenidos del estudio de un fenomeno (natural o no)
y nos ayude a entender mejor el fenomeno
en estudio.

>
+

y = 144.69¢ 0285
Ahora bien, en una comunidad de e
aprendizaje de la matematica, el uso de la
modelizacion resulta de gran utilidad pues
permite hacer uso de las cuatro funciones
de la matematica que vimos parrafos mas
arriba. Propicia, incluso, la mecanizacion de

procedimientos y de algoritmos.
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A manera de ilustracion, retomemos el caso 0123456789
mencionado al inicio del texto sobre la Week
floracion de los frutos de longan. En la Figura 14. Cantidad de frutos por

figura 14 tenemos la grafica A que mostramos en la Figura 1.

Se acostumbra usar el término modelacién matemdtica para indicar que la modelizacion se
usara para fines educativos. En este texto usaremos los términos modelizar y modelizacion.
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Tomando en cuenta solamente los puntos de las mediciones de campo
podriamos pedir a los estudiantes que ajustaran una funcion polinémica que
pasara los mas cerca posible de todos los puntos.

Si queremos ajustar una funcion polinémica, por ejemplo, de tercer grado sin
recurrir al ajuste de curvas estadistico, deberiamos tomar cuatro puntos y con
ellos encontrar la regla de correspondencia de la funcion. El proceso implica
la resolucion de un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro
incognitas. Para tener una curva aceptable, es posible se hagan dos o mas
intentos, lo cual lleva a que el estudiante vaya sistematizando y mecanizando
el procedimiento, sin perder de vista el objetivo que es tener un modelo
matematico que explique el comportamiento de los frutos en el arbol.

El proceso de

modelizacion implica Fenémeno
varias etapas que Estudio
presentamos en el
diagrama de la Figura 15.

Problematizacion
La primera consiste en
definir el fenomeno que
se quiere estudiar, por Comparacion
. . con el fen6meno
ejemplo, la permanencia
de frutos en el arbol de
longan.

Matematizacion

Verificacion
Del
modelo

Modelo

La segunda etapa es la

problematizacion de una
P Matematico
parte del fenémeno:
¢como varia la cantidad Figura 15. Proceso de modelizacién matematica.
de frutos con respecto al
tiempo?

La tercera implica el planteamiento del problema de forma matematica, en
nuestro ejemplo seria hallar la funcion que mejor se ajuste a los datos de
campo.

La cuarta consiste en hallar el modelo, ya sea de manera algebraica o usando
un ajuste de curvas; en el caso de la permanencia de los frutos en el arbol se
utilizé un estudio de correlacion y de regresion.

La quinta implica una verificacion del modelo matematico, ¢qué tan bien se
ajusta a los valores obtenidos? Si el resultado no es razonable, es necesario
regresar al planteamiento matematico y revisarlo, buscar otro modelo y
probarlo; es decir, entramos en un ciclo que llamamos matematico.

Si el modelo que encontramos nos parece razonable desde el punto de vista
matematico, entonces pasamos a la sexta etapa, que consiste en comparar los
datos que nos arroja el modelo con lo que sabemos del fenéomeno para
determinar si nos ayuda a explicarlo; en el caso de que la respuesta sea
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negativa, regresamos a una nueva problematizacion del fenomeno que nos
lleva a repetir de nuevo todo el proceso.

Por el contrario, si la comparacion esta dentro de lo razonable, concluimos
que el modelo es util y lo usamos para explicar o reproducir los hechos del
fenomeno e, incluso, para reproducir fenomenos distintos con un
comportamiento parecido.

En un aula de bachillerato, las actividades de modelizacion, generalmente, se
limitan a describir el fenémeno problematizado y matematizado, y se enfocan
en la obtencion de modelos matematicos; esto es, se limitan al ciclo
matematico del proceso.

RECAPITULACION

Partimos de la tesis de que el pensamiento matemdatico es una manifestacion
del pensamiento reflexivo cuando un individuo se aboca a resolver un
problema matematico o cuando hace matematica.

El pensamiento reflexivo es una concatenacion de ideas en la cual una
conduce a la siguiente hasta llegar a una conclusion que debe ser
corroborada; el surgimiento de la primera idea por lo general sigue un proceso
abductivo que implica la formulacion de una conjetura que necesita
validacion.

En muchos casos, el proceso de resolucion de problemas matematicos incluye
la necesidad de validar o justificar los resultados obtenidos, para ello es
necesario hacer uso de esquemas de argumentacion; la experiencia nos dice
que, en un aula de matematica, hay cuatro esquemas que se utilizan con
bastante frecuencia: autoritarios, que apelan al conocimiento de una
autoridad que puede ser un maestro, un experto, libro de texto, etcétera; de
recuento fdactico, que es el recuento de los pasos seguidos para llegar al
resultado; empiricos que se basan en una figura o en mediciones casi siempre
en un proceso inductivo; y analiticos, que siguen un razonamiento deductivo.

Los esquemas empiricos podrian llevar al uso de esquemas analiticos que, a
su vez, conducirian a la demostracion o justificacion matematica.

Para que el uso de la argumentacion y de la resolucion de problemas sea mas
efectiva, se propone utilizar actividades de modelizacion matematica que
permiten el uso de la matematica en sus cuatro funciones: como herramienta
(para resolver problemas), como teoria (como auxiliar en el entendimiento de
fenomenos), como metaciencia (ciencia que se estudia a si misma: matematica
pura) y como lenguaje (vehiculo de comunicacion).

La probabilidad de optimizar el aprendizaje de la matematica aumenta con la
conformacion en el aula de una comunidad de aprendizaje; esto es, una
comunidad en la que todos sus integrantes ponen su esfuerzo en la
consecucion del conocimiento propuesto (en este caso por el curriculo de
matematica).
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Una buena comunidad de aprendizaje, no solo en el ambito de la matematica,
es aquella que posee un equilibrio entre sus cinco dimensiones que la
caracterizan: contenido curricular; demanda cognitiva; acceso equitativo al
conocimiento; identidad y pertinencia; retroalimentacion formativa.

Este tipo de comunidad implica el fomento de tres valores, la tolerancia, el
respecto y la cooperacion que aseguraran un ambiente de armonia y trabajo
conjunto por un bien comun.

Como sucede con cualquier propuesta didactica, la que presentamos en este
texto no es una receta ni significa un éxito total en el aprendizaje de nuestros
estudiantes; todo dependera de la manera en que se vaya instrumentando y
de las condiciones particulares de cada grupo: profesor, estudiantes, material
de aprendizaje.

Lo que si es un hecho es que el grado de libertad intelectual de un individuo
dependera del grado de desarrollo de su pensamiento reflexivo y el grado de
dominio de los contenidos curriculares abordados en la escuela.

iMucho éxito!
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

*1. El siguiente texto corresponde a una nota periodistica adaptada de un
diario estadounidense:

La campana de Donald Trump hacia la presidencia de EUA ha perdido fuerza
desde la difusién de un audio, de 2005, en el que se le escucha hablar de las
mujeres en términos despectivos, y como se dejan tocar si eres famoso.
Jessica L. afirmé que se encontré con Trump en un vuelo comercial hace tres
décadas, éste le tocé los senos e intenté meter la mano por debajo de su falda;
Rachel C. declaré que, en 2005, Trump la besé en la boca en contra de su
voluntad, durante un encuentro en la Torre Trump.

a) Considera la nota como una argumentacion. ¢De qué se trata? ¢Cual es
la hipotesis, la tesis y los garantes?

b) Construye un diagrama de Toulmin de esta argumentacion.

c) ¢Se trata de una falacia? Explica tu respuesta.

2. Construye un diagrama de Toulmin de la siguiente argumentacion y explica
por qué si o por qué no se trata de una falacia.

Los bancos estan absorbiendo el alza en las tasas de referencia y el
consumidor se beneficia. Esto es por qué hay una competencia feroz entre las
instituciones.

*3. El siguiente texto fue tomado del libro Las Claves de la Argumentacién de
Anthony Weston:

En épocas pasadas, las mujeres se casaban muy jéovenes. Julieta, en Romeo
y Julieta de Shakespeare, aun no tenia 14 anos. En la Edad Media, la edad
normal del matrimonio para las jovenes judias era de trece anos. Y durante
el Imperio Romano muchas mujeres romanas contraian matrimonio a los trece
anos o incluso mas jévenes.

a) ¢Sobre qué trata esta argumentacion?
b) Construye su diagrama de Toulmin y explica si se trata de una falacia o
no.

4. Considera las siguientes afirmaciones, ¢cual es su garante y el sustento del
garante?

a) La suma de los angulos internos de un tridngulo cualquiera es de 180°.

b) La diagonal de un paralelogramo forma dos tridngulos congruentes en su
interior.

c) La grdfica de una parabola siempre cruza el eje y.
d) Un pentdagono regular siempre se puede inscribir en un circulo.

e) Toda ecuacion de segundo grado con una incognita se puede resolver por
el método de completar cuadrados.
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5. Construye el diagrama de Toulmin de las cinco afirmaciones anteriores. ¢De

qué manera puede ayudar el diagrama para determinar la validez de tu
argumentacion? ¢Cuales de las afirmaciones del Ejercicio 4 son validas?

*6. Con respecto al Ejercicio 4, basandote en los diagramas de Toulmin del

Ejercicio 5, usa esquemas de argumentacion analiticos para determinar la
veracidad de cada afirmacion.

. Considera la siguiente proposicion:

Cualquier numero racional diferente de cero, r, se puede expresar de
manera Unica como r = %, conb >0y MCDde ay bigual a 1 (mcd(a,b) = 1)

Usa un esquema de argumentacion analitico para establecer si la
afirmacion es valida o no. Sugerencia: Haz un diagrama de Toulmin y
determina cuales podrian ser lo posibles garantes y su sustento; determina
que conceptos necesitas definir.

. Un punto en una circunferencia cuyo radio es la unidad de medida tiene
como coordenadas (x, y). Demuestra que se cumple la relacion x? + y? = 1.

*9. Si se tiene un segmento de recta y con un compas, abierto a mas de la

mitad de la longitud del segmento, se trazan arcos a un lado y otro del
segmento, la recta que une las intersecciones de los arcos sera
perpendicular al segmento y pasara por su punto medio. A tal recta se le
llama mediatriz del segmento.

Utiliza un esquema de argumentacion analitico para establecer la validez
de la afirmacion anterior.

10. Argumenta si la siguiente proposicion es verdadera o falsa:

Sea P(n) una proposiciéon que depende del entero positivo n.

Si P(1) y P(k) son verdaderas, implica que P(k+1) también es
verdadera, entonces P(n) es verdadera para todo n € P. Con P el
conjunto de los enteros positivos.

Construye su diagrama de Toulmin.

*11. En una clase de bachillerato, la maestra planteé el siguiente problema:

En mi tribu, cuando se colocan de dos en fondo sobra uno, cuando se
colocan de tres en fondo sobra uno, cuando se colocan de cuatro en
fondo sobra uno, cuando se colocan de cinco en fondo sobra uno,
cuando se colocan de seis en fondo sobra uno, y, por fin, cuando se
colocan de siete en fondo quedan distribuidos exactamente. Cudntos
tribunos hay en mi tribu?

Uno de los estudiantes obtuvo 301 como respuesta, pero la maestra dijo
que habia muchas mas. ¢El resultado es correcto? ¢por qué?
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Encuentra otros resultados y explica como los obtuviste. ¢Es posible
generalizar el resultado? En caso de que la respuesta sea afirmativa,
mostrar el caso general y justificar la respuesta.

Explica dos maneras de resolver el problema da una justificacion de cada
una.

*12. En una pista de carreras eliptica dos atletas empiezan a correr al
mismo tiempo desde el mismo lugar, uno con una rapidez promedio de
12 km/h, en un carril que tiene una longitud de 402 metros y el otro en
un carril de 390, con una rapidez promedio de 12.2 km/h. Si los atletas
dan 20 vueltas, ¢cuantas veces estan en el mismo punto y cada cuanto
tiempo? Explica tu respuesta.

¢Se puede generalizar para cualquier rapidez de los corredores y
cualquier longitud de la pista? ¢Por qué?

*13. El siguiente texto esta encriptado:
BWLMBKXWXUBYNCIRBBYFARBERXHAUX.

En la tabla se muestra parte de la clave para descifrar el texto.

Letra A/B|C |D |E|F|G |H |I |J]|K
Numero 0|1 |2 3 41516 |7 819]10
Regla 0|7 ]14(21|1|8|15|22|2]9] 16

Letracifrada |A|H|N |U |B|I |O |V |[C|J|P

a) Descifra el texto y explica como lo hiciste.
b) Explica el proceso de encriptacion usando aritmética modular.

14. Un grupo de topografos deben calcular la altura de una montana. Para
ello, desde un cierto punto en el nivel del suelo, miden el angulo de
elevacion a la cima de la montana, este angulo fue de 21.7°. Después se
acercan 500 m a la montana y vuelven a medir el angulo de elevacion,
éste fue de 35.9°. Con los datos medidos, calculan la altura de la
montana en 442 m. ¢Qué procedimiento pudieron haber seguido?
Justifica tu respuesta y da su diagrama de Toulmin.

*15. Tenemos una hoja rectangular de papel, que fue
doblada como se muestra en la figura, de modo
que se forma un rectangulo de 3 x 4 cm. ¢Qué
dimensiones tiene la hoja desdoblada? ;Cualquier
hoja rectangular se puede doblar de esa manera o
solo algunas? Explica tu respuesta.
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Tenemos un envase conico de 13 cm de radio y 19 de altura. El envase
esta completamente sellado y tiene un volumen de agua que cuando se
encuentra con la base hacia arriba llega a 17 cm de altura. ¢A qué
altura llegara el liquido si se le coloca con la base hacia abajo? Justifica
tu respuesta

El octagono regular que se muestra en la figura 4
tiene 5 cm de lado. Encuentra la longitud del D
segmento AD.

Justifica tu resultado y da su esquema de Toulmin

18. En la figura te presentamos un octagono regular y
todas sus diagonales.

a) Si se tiene la medida del lado del octagono,
ces posible calcular las dimensiones del
cuadrilatero coloreado? ¢Como?

b) En el octagono encuentra todos los
cuadrilateros semejantes al coloreado y
explica por qué son semejantes.

*19. Encuentra las alturas del triangulo formado
por los puntos (5, 6), (-3, -2) y (5, -7). Sin
utilizar la formula de la distancia de un punto a una recta. Explica paso
a paso el procedimiento que seguiste.

*20. Se puede construir una elipse doblando una hoja de papel circular si
trazamos un punto cerca de su borde y hacemos dobleces de forma que
el borde pase por el punto. Los dobleces asi obtenidos constituyen la
envolvente de la elipse, el punto trazado y el centro de la hoja son sus
focos. ¢Como demostramos que se trata de una elipse?

21. Encuentra la ecuacion de la recta perpendicular a la recta Sx+ 3y -4 =
O y que pasa por el punto (-3, 5), sin utilizar la férmula que relaciona
las pendientes de rectas perpendiculares. ¢Como justificas tu
resultado?

*22. Un segmento de recta se mueve de forma tal que uno de sus extremos
siempre esta sobre el eje de las abscisas y el otro sobre el eje de las
ordenadas, ¢cual es el lugar geométrico de su punto medio? ¢Como
justificas tu respuesta?

*23. Las siguientes afirmaciones, ¢son verdaderas o falsas? Justifica tu
respuesta:

a) Toda circunferencia cuyo diametro es la cuerda focal de una parabola
es tangente a su directriz.

b) Toda circunferencia se puede considerar como una elipse cuya
excentricidad es cero.
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24. La grafica representa el recorrido de cuatro trenes, tres de ellos van de la

*25.

26.

ciudad A a la ciudad B, separadas por una distancia de 120 kilometros y
el otro va de B a A. Responde los incisos siguientes y en cada caso
justifica tu respuesta.

a) ¢Queé trenes viajan a la 1607
misma velocidad? sCual 140 Djstancia
es esta rapidez? n s B
; 120
b) ¢Cual es el tren que [ B
viaja mas lentamente? 100 tenz oot S Tren L s
¢Con qué rapidez viaja? 80l
c) El tren (2) deberia viajar 1
a 55 km/h, ¢con 801
cuantos minutos de 40{
retraso llego a A? 20!
d) ¢Cual de los cuatro R B A . Tiempo
recorridos presenta N -
variacion directamente -20+

proporcional? ;Por qué?

e) ¢Cual es el dominio y el contradominio de cada una de las funciones
que representan los recorridos?

f) ¢podemos considerar las graficas dadas como modelos matematicos?
¢Por qué?

En su declaracion sobre una investigacion por muerte accidental, el
declarante dijo que €l y su novia iban en la camioneta que €l conducia
cuando se suscitd una discusion entre ellos. Su enojo fue tal que
disminuy6 la velocidad de la camioneta y le pidié a su acompanante que
se bajara, abrio la puerta del lado de ella y, sin esperar a que el vehiculo
se parara por completo la empujo hacia fuera. Ella cayo en el pavimento
y se quedo ahi, sin poder pararse. Al percatarse de esto, detuvo por
completo la camioneta y se bajo para ir a auxiliarla. Cuando estaba por
llegar a donde ella se encontraba vio pasar la camioneta en reversa y
como atropellaba a su novia causandole la muerte. En su apuro por
ayudarla olvidé poner el freno de mano. ¢Es esto posible? :Como usarias
la matematica para probar la factibilidad de lo declarado?

Haz un diagrama de Toulmin con la argumentacion del declarante. ¢Es
una falacia? ¢Por qué?

En la figura se muestra las condiciones de temperatura ambiente en el
estado de Guanajuato durante un ano.
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Temperatura media 13.9

Temperatura min. 6.1 7 93

Temperatura max.

Temperatura media
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Enero Febrero Marzo Abrii Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

14 129 13.5 129 13 127

143

(°C)

10.5 8.1 6.8
(°C)

(°C)

(°F)

Temperatura min.  43.0 446 48.7 52.5 55.2 56.3 55.2 554 54.9 50.9 46.6 442
(°F)

Temperatura max.
(°F)

Precipitacién (mm) 13 7 7 15 36 ---- 47 14 12

Tomado de: https://es.climate-data.org/america-del-
norte/mexico/guanajuato/guanajuato-3370/#climate-table

Encuentra un modelo matematico que ayude a predecir la temperatura
media en el estado por dia. ¢Qué tan confiable es este modelo? Explica tu
respuesta.

*27. En la tabla siguiente se muestra la rapidez (km/h) que lleva un automovil

en el momento en que su conductor aprieta el freno a fondo hasta que el

auto queda en reposo y la longitud (m) de la huella que dejan los
neumaticos en el asfalto.

r {30 |40 |45 55 |60 | 70 75 | 80 |90 95 | 100 | 105 | 110 | 120

d| 45 |8 10.2 | 15 |18 | 24.5 |28 |32 |40.5|45 | 50 55 60.5 | 72

Encuentra la ecuacion de la curva que, segun tu criterio, se ajuste mejor a
los datos. Con esta ecuacion encuentra la rapidez inicial de un auto que
deja una huella de 20 m de longitud. ¢Qué tan confiable es tu modelo?
¢Qué limitantes puede tener? Aparte de la rapidez con la que inicia el
frenado el automovil, ¢de qué otros factores dependera la longitud de la
huella? Explica detalladamente tus respuestas.

28.a) Cuando una gota de sangre cae al suelo, dependiendo del angulo de

inclinacion con el que pega y de la rugosidad del piso, forma una figura
que se puede aproximar con una elipse. Con la medida de los ejes mayor
y menor de esta elipse es posible estimar el angulo de la trayectoria de
la gota con respecto a la horizontal. ¢Explica como se podria hace la
estimacion y que limitantes se tendria?

b) En una escena de hechos se encuentran manchas de sangre en el piso,

de las cuales cuatro de ellas se muestran en el diagrama de la figura.
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Las medidas de la longitud de los
ejes mayor y menor para cada

mancha son los siguientes de

izquierda a derecha: 1.32 cm y

0.51 cm; 1.49 cm y 0.88 cmy;

207cmy 1.09cm;y2.10cmy

0.79 cm; mientras que la

distancia media del centro de

cada mancha, igual de Figura 2.14. Zona de convergencia de
izquierda a derecha, al centro manchas de sangre. del
circulo de convergencia son

14.15 cm, 13.89 cm, 12.87 cm y 14.15 cm. ¢Cual es la altura
aproximada de la cual cayeron las gotas? ¢Qué limitantes tiene este
meétodo?

*29. En la tabla se muestran las coordenadas de un cometa en su orbita
alrededor del Sol, que se encuentra situado en un foco de la elipse. Para
tomar las coordenadas se coloco el origen de coordenadas en el Sol y eje
mayor a lo largo del eje x (las unidades de las coordenadas son UA,
unidades astronomicas). (a) Encuentra la ecuacion que se ajuste a los
datos de la tabla. Explica por qué consideras que es una buena curva
de ajuste. (b) ¢Cual es la mayor distancia del cometa al sol o afelio? (c)
Encuentra la excentricidad de la orbita.

x y x y

-2.1 5.5 900.1 36.1
12.9 16.3 982.4 10.9
62.6 31.5 923.4 -31.5
244.5 54.6 663.0 -52.9
579.3 62.0 450.0 -62.8
778.1 51.6 141.6 -44.5
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